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一 类 二 次 奇 摄 动 Robin 问题 * 


葛 志 新 
(安徽 工业 大 学 数理 学 院 ， 马 鞍山 243002) 
摘 E 本 文 研究 了 可 描述 某 伴随 有 体积 变化 的 化 学 反应 的 一 类 二 次 奇 摄 动 边 值 问 题 ， 在 适当 的 条 件 下 ， 
先 利 用 震级 数 形 式 展开 法 ， 就 退化 问题 的 边 值 条 件 的 一 重 根 、 二 重 根 、 三 重 根 分 别 构造 了 问题 的 
外 部 解 . 其 次 利用 伸 长 变量 ， 构 造 问题 的 内 层 解 ， 并 应 用 微分 不 等 式 理论 ， 证 明了 边 值 问题 解 的 
存在 性 、 一 致 有 效 性 和 渐 近 性 态 . 
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1 引言 


奇 摄 动 问题 是 国际 学 术 界 的 热点 问题 ("7 引 。 许多 学 者 探索 了 用 各 种 摄 动 方法 解 奇 摄 动 问题 ， 
做 了 大 量 的 工作 . 他们 利用 边界 层 理论 ， 多 重 尺度 理论 ， 平 均值 理论 ， 匹 配 渐 近 展开 理论 ， 重 
正规 化 理论 ， 不 动 点 理论 ， 同 伦理 论 ， 微 分 不 等 式 理论 研究 了 一 些 类 型 的 摄 动 问题 ， 解 决 了 大 
量 的 数学 、 物 理 、 化 学 以 及 生物 问题 ， 其 中 关于 yy 二 次 的 奇 摄 动 边 值 问题 ， 在 应 用 领域 中 广泛 
出 现 如 伴 有 体积 变化 的 化 学 反应 . 章 国 华 ， 侯 斯 趾 曾 研究 了 一 类 二 次 奇 摄 动 问题 中 Dirichlet 问 
题 ，Robin 问题 ， 他 利用 原 方程 的 近似 方程 讨论 了 原 方程 的 解 。Walter[ 引 也 研究 了 该 关于 yy 二 
次 的 问题 的 Dirichlet 问题 ， 他 利用 退化 方程 和 只 含有 最 高 阶 项 和 wy 项 的 方程 来 研究 二 次 方程 
的 解 ， 得 出 近似 估计 ， 文献 3] 也 曾 讨论 过 一 类 二 阶 Robin 问题 ， 但 没有 引入 (y^)? 项. 

本 文 考虑 如 下 边 值 问题 


ely” + f(s, yy Y] +g, yy = hlz, y), 0<z<l1, (1) 
y'(0,£) — ay(0,£) = A, (2) 
y'(1,£) + by(1,£) =B, (3) 


HP e ADEX, a, 5 为 正常 数 ，A, B 为 常数 . 

问题 (1)-(3) 可 以 描述 伴 有 体积 变化 的 化 学 反应 ， 即 y 代 表 气 体 在 一 块 平板 的 催化 表面 上 
进行 等 温 反 应 的 无 量 纲 浓度 ， 变 量 x 是 从 某 一 对 超 平面 到 平板 x = 1 边缘 的 标准 化 距离 ， 参 
数 e 是 Thiele 模 量 平方 的 倒数 . 本 文 将 运用 有 别 于 章 国 华 与 Walter 的 方法 ， 在 适当 的 条 件 下 ， 
先 利用 寡 级 数 形式 展开 法 ， 就 退化 问题 的 边 值 条 件 的 一 重 根 、 二 重 根 、 三 重 根 分 别 构造 了 问题 
的 外 部 解 . 其 次 ， 利 用 伸 长 变量 ， 构 造 问题 的 内 层 解 ， 并 应 用 微分 不 等 式 理论 ， 证 明了 边 值 问 
题解 的 存在 性 、 一 致 有 效 性 和 渐 近 性 态 . 

为 了 叙述 方便 ， 现 作 如 下 假设 ; 
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(H1): (1)-(3) 的 退化 问题 
g(z,uo)u, = h(z,ug), 0<z<1, 
uo(1) + buo(1) = B, 
存在 一 个 解 uo(z) e C2[0, 1]: 
(Ha): ”在 所 考虑 的 区 域内 关于 其 变 元 无 限 可 微 ，g(z,y) > 0; 
(Ha): h,(0,uo(0) =o， 其 中 0o 为 正常 数 . 
2 ”构造 形式 解 
由 假设 (Hi) 知 wo(1) 满足 非 线性 方程 
h(1, a) + bg(1, oo)oo = Bg(1, o). 
于 是 对 应 于 (6) 的 每 一 根 aos (4), (9) 转化 为 
g(x.y(z))v (zx) = h(r,y(z)), 0«z«1, yl)= uc(1), 


在 整个 0 < x < 1 上 存在 唯一 解 . 
下 面 寻求 形式 渐 近 解 ， 详 细 讨 论 三 种 情形 : 
情形 1 wo(1) 是 (6) 的 单 根 . id 


V(ao) = h(1, a0) + bg(1, ao)ao — Bg(1, ao), 


所 以 
v(uo(1)) =0, W (uo(1)) 7 0. 
下 面 利 用 一 般 的 渐 近 技巧 构造 问题 (1)-(3) 的 外 部 解 


U(x,e) = S ads z € [0,1]. 
i=0 


把 (8) fX (1), (3) 

e[U" + f(z, UU] + g(z,U)U' = h(z,U, 0<z<1, 

U'(1,£) + bU(1,£) = B. 
对 (9) 中 f, g, RII Taylor 公式 展开 ， 并 比较 展开 式 中 ei 的 系数 ， 得 

g(x, uo(z))ui + [9y(7, uo(z))uo() — hy(x, uo(z))]u; = Ei-i(2); 
XE u(x) X (4), (5) IE, E; 1 () 是 依次 由 
uo(z),ui(z),-- ,uci(m) i=1,2,3, 

确定 的 函数 . 53: (7), (10), (11)， 得 


—E;_1(1) 


Sy 
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因此 wi(z) 存在 且 唯 一， 即 得 问题 (1)-(3) 的 外 部 解 . 
其 次 ， 再 在 z = 0 附近 引入 伸 长 变量 & = 2s， 构造 内 部 解 


VEE) = Y vilei. 
i—0 


把 y = U(z,e) - EV (£, e) RA (1, (2) %8 
V c glet, U -- eV)V = h(e&,U +V) — ef(e&, U - eV)(U' + V)? — g(e£&,U + EV)U' 
+ ef(eé,U)(U’) + g(e&, U)U' — h(e&, U), (12) 
U'(0,&) + V(0,&) — a[U(0, €) +eV(0,e)] = A. (13) 
对 (12) 利用 Taylor 公式 展开 ， 并 比较 展开 式 及 (13) 中 ei 的 系数 ， 得 
Üo + g(0,ug(0))?o = 0, v0(0) = A — wh (0) + auo(0), 
üi + g(0, uo(0))ù; = F;.1(£), (0) = —w(0) + au;(0) + avi_1(0), 
其 中 FL (0) 是 形 如 
O i= 1,2,- 
的 函数 . 作为 校正 项 的 主要 项 ， s PA 
im v) =0, i-012... 


所 以 
vo(£) — —vo(0)e -9 (0.096. vi(€) € O (e-9 (9o (0)€). 


JF.H.v(£) 可 依次 算出 ， 从 而 得 到 原 问 题 的 形式 解 . 
青 形 2 ug(1) 是 (6) 的 二 重 根 ， 所 以 


v(uo(1)) =0, W(u(1))=0, y" (uo(1)) #0. (14) 
我 们 寻求 外 部 展开 式 
U(z,vVE) = > ulz)(VE) ，zel0,1. 
i=0 


类 似 于 情形 1， 我 们 可 知 wo(z) 是 (4), (5) 的 解 ， 且 
sj" (uo(1))ut (1) = 2 [ug (1) + f (1, uo(1)) (v9 ()?]. 
如 果 我 们 假设 
v" (uo(1)) [uo (1) + f (1, uo(1)) (u5(1))?] > 0, (15) 
那么 可 得 到 两 个 不 同 的 实 值 wi(1)， 即 


— aa cas [PD Fa uo) 
ESL =y Yul) | 
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ui(z) = +a exp | Igt (Da aE) y, 
继续 下 去 ， 只 要 wi(1) 选 定 ， 我 们 可 以 逐次 地 唯一 确定 wi(1)， 从 而 唯一 确定 wi(z)， 其 
mio-2,3,. 于 是 对 于 满足 限制 (15) 的 重 根 aqo， 可 以 形式 上 得 到 两 个 外 部 解 U(z, yE). 
青 形 3 ”wo(1) 是 (6) 的 三 重 根 ， 所 以 


wuo(l)) =0, w'(uo(1) —0, w"(uo(1)) =0, v" (uo(1)) #0. 
我 们 寻求 下 面 的 外 部 展开 式 


类 似 于 情形 1、 情 形 2， 我 们 可 知 wo(x) 是 (4), (5) 的 解 ， 且 
v" (uo(1))u$(1) = 6[u5 (1) + f (1, uo) (ug (1))?]. 
MAH ug (1) + f, uo(1)) (uo (1)? z 0f. A 


G[ug (1) + f (1, uo(1)) (ug (1))?] i $ 





TÆ ui (£) 是 初 值 问题 的 
g(x, uo(z))ui 十 [gy (£, uo(x)) up (z) — hy(x, uo(x))] u, =0, ui(l)= a 
的 唯一 解 . 
继续 下 去 ， 我 们 用 直接 方式 唯一 地 求 得 wi(z), i = 3,4,…， 形 式 上 得 到 唯一 一 个 外 部 解 . 
我 们 寻找 情形 2， 情 形 3 的 内 部 解 可 以 像 情形 1 那样 唯一 求 得 . 
3 ”主要 结果 


下 面 应 用 微分 不 等 式 定 理 来 证 明 形 式 解 的 存在 性 ， 只 证 情形 1， 其 它 情形 类 似 证 得 .构造 两 
个 函数 


m mMm 
a(z,£) = X ule) T su 人 (je - dpt, 
i=0 i=0 


B(x,e) = > wi(z)e’ 4 ey w()e Flewtl 
i=0 i=0 
其 中 1 为 一 待定 正 数 . 显然 
a(z,e) < B(x,e), (16) 
ao (0,7) — aa(0,£) > A > 8'(0,£) — aB(0, &), (17) 


a (1,&) +ba(l,e) < B < B'(1,&) 4- b8(1,e). (18) 
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下 证 
€ [o" t f(z, o)(a^?] RE g(z, a)o" A h(z, a) 2 0, (19) 
(20) 


e[8" + f(x, B)(8"Y?] + glz, 8)8' — h(x, B) < 


依据 合成 解 的 构造 和 (Hs)， 得 
ela” + f(z,a)(a')?] + g(z,o)a' — h(z, o) 


= ü 一 g(0, uo(0 ))?o jot) [a g(0, uo(0))v; 一 


) JF jO(e")| < kem+l， 其 中 心 > 0， 所 以 当 1 > 时， 有 
[o + f(z,a)(o)?] + g(x, o)o' — h(z, o) > cle" *! — ke™t! 20 


Fi 4(£)] + hy (0, vo(0))le™t’ + O(e*). 


依据 (Hs 


同 理 我 们 有 
e[B” + f(x, 8)(8'?] + g(z. 8)8' — h(z, B) < 0. 
通过 以 上 叙述 ， 当 1 > Eg, 根据 (16)-(20)， 利 用 微分 不 等 式 定 理 和 文献 [8]， 问 题 (1)- 


(3) 在 情形 1 下 ， 存 在 一 个 解 y(z,e) e C(2)， 使 得 
o(z,&) < y(x,€) < B(x,e), 


定理 ”在 假设 (Hi)-(H3) 下 ， 问 题 (1)-(3)， 有 : 
1) 在 情形 1 下 ， 存 在 一 个 形 如 
y(z,€) = U(z,&) - V(6,&), 
的 一 致 有 效 渐 近 解 ， 其 中 
U(z,e) = M ulz), V(é,e)= Y^ «(0e 
i—0 


0<z<1. 


0«e«1, 0<zr<l1 


也 
é= p 
i—0 


2) 在 情形 2 下 ， 且 
gyy (1, oo) ug (1) + hy (1, oo)] [ug (1) + f(1, o9) (uo ())?] < 0 


[25g, (1, o9) 一 
时 ， 存 在 两 个 形 如 
y(z, Ve ) = U(m, Ve ) ^ eV (£, ve), 0«ce«l1, 0<z<l1 
的 一 致 有 效 渐 近 解 ， 其 中 
oo oo ; z. 
Ve) = Su), e- fs 


VE ) E X ui(z)(VE ys 


i—O0 
3) 在 情形 3 下 ， 且 由 () + f(1,00)(u5(1)? Z OB, FEAE 
y(z, c5) = U (s, 63) +eV (£e), 0«ce«1, 0<z<1l 
的 一 致 有 效 渐 近 解 ， 其 中 
et) = Sula) V(6si)- oues, 《= 二 
i-0 


i=0 
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A Class of Quadratic Singularly Perturbed Boundary Value Problems 
with the Robin Condition 


GE Zhi-xin 


(School of Mathematics and Physics, Anhui University of Technology, Ma'anshan 243002) 


Abstract: A class of quadratic singularly perturbed boundary value problems with the Robin condition 
are discussed in this paper, these problems can be used to describe some chemical reactions with 
variational volume. Under the appropriate conditions, the outer solutions are firstly constructed by 
the power series expansion. The outer solutions are, respectively, the simple root, the double root and 
the triple root of the quadratic singularly perturbed boundary value problem. Then the inner solutions 
are constructed by introducing the extended variable. Applying the theory of differential inequality, 
we obtain the uniformly effective asymptotic solutions. 

Keywords: quadratic singularly perturbed boundary value problem; the Robin problem; the simple 
root; the double root; the triple root; differential inequalities 
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